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Rythme

Notations

On représente de fagon équivalente le rythme A par
e Une partie finie de N qui contient 0.
e Un polynéme A(X) € {0, 1} [X].

e Une suite Ag_1 presque nulle ou finie de 0 et de 1.

Exemple

Le rythme A ={0,1,3,6} (qui pave Zg avec le rythme B = {0, 4})
se représente aussi par

AX) =1+ X + X3 + X et par

Aop—1 = 1101001 = 1101001000000.. ..
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Canon

Définitions

A pave Zp avec B ssi
e ADB="7Zpn
e AX)-B(X)=1+X+...+ X" T mod (XN 1)
e Ipxlp =1y,

Exemple
e A®B =1{0,1,3,6} D {0,4} = Zg
o A(X)-B(X) = 1+ X+X24+X3+X*+ X5+ X%+ X" mod (X8-1)
o VkeZg, Ag_1*Bo_1(k) =1




Rappels

Représentations
>
représentent le canon A = {0,1,3,6} qui pave Zi6 avec

B = {0,4,8,12}.
~ \>

représente le canon A = {0,1, 3,6} qui pave Zg avec B = {0, 4}.
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Concaténation

Si A N pave Zy, on note A" = A® {0, N,2N, ..., (k — 1)N} son
rythme concaténé k fois.
A pave Zp avec B ssi A pave Zyy avec B.

Dualité

SiIA® B = Zp, alors B® A = Zp et cela donne un nouveau
canon. On appelle cette opération la dualité.
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Pavage compact

Si on a exactement A® B = [0, N — 1], on dit que A pave Zy de
facon compacte.

Exemple
A® B ={0,1} ®{0,2} pave Z4 de fagon compacte :

-

Un canon A@® B de Zy est dit périodique s'il existe 0 < k < N tel
que A+ k=AouB+ k=B8B.
Un canon est dit de Vuza s'il n'admet pas de période.

Périodicité
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Théoreme [Hajés, Laszl6, Rédei, De Bruijn, Sands]

Il existe des canons de Vuza pour les N, et seulement pour ceux I3,
qui ne sont pas de la forme

N =p* N =p*q,N = p>q>, N = pgr, N = p*>qr, N = pqrs

ol p, q, r,s sont des premiers distincts.

Théoréme [Amiot]
Tout canon peut étre déduit par concaténation et dualité du canon
trivial {0} @ {0} ou de canons de Vuza.




Canons de Vuza

Exemple

{0,1,4,5} @ {0,2} = Zg est concaténé de {0,1} ® {0,2} = Za, lui
méme concaténé de {0,1} @ {0} = Z, concaténé du canon trivial.

m concaténé de %
dual de ;.j! concaténé de E

concaténé du canon trivial : .
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f

Polynémes cyclotomiques
A pave Zy avec B ssi

AX)-B(X) = 1+X+...+ X" mod (XN -1)
XN -1 N
= X1 mod (X" — 1)

Soit d € N*, on note le d-iéme polynéme cyclotomique
.k
g =] k<d (X - 62’”3> :
k

Ad=1

Si A est un rythme, on note Sy = {p?, p premier, 2| A(X)}.

Conditions de Coven/Meyerowitz

(To) A pave
(T1) A1) = [Lses, ®s(1)
(T2) si s1,...,Sm puissances de premiers distincts sont dans Sa,

alors @, ..., |A(X).
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Conjecture de Coven/Meyerowitz

(To) == (T1) A (T2)

On a pour l'instant (Tp) <= (T1) A (T2), (To) = (T1).

Si #A a au plus deux facteurs premiers, |'équivalence est vraie.

On a que I'équivalence est vraie ssi elle est vraie pour les canons de
Vuza.
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A(X) € {0, 1} [X]

Canons modulo p

Cas A = {04,2"}

Perspectives
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Rappels Formalisme

A(X) e Ty [X]

Canons de Vuza

Canons modulo p

Cas A = {041,2"}

Perspectives
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Définition
(A, B) € N? pavent Zy modulo p ssi

AX)-BX)=1+X+ -+ X" mod (X" —1,p).

Exemple

A®B=1{0,1,3}®{0,2,3} ={0,1,2,3,3,3,4,5,6} pave Z7
modulo 2.

Remarque

On adapte aux multiensembles les notions de polynéme associé,
notation 0 — 1, pavage compact...

12
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Théoréme

Soit p premier, P € F,[X] tel que P(0) # 0, alors il existe N € N
tel que P divise XN — 1.

Remarque

En travaillant dans F,, [X], tout motif A pave modulo p :
P(X) = AX)(X =1)
et Q, tel que P(X)- Q(X) = (X" —1), associé a un motif en itérant
aXk = (a— )Xk + XN mod XN — 1.

Dans F, [X] : tout motif admet un pavage compact modulo 2.
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2

-
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2
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Canons modulo p

Algorithme glouton avec A = {0,1,4} modulo 2

Propriété

Cet algorithme permet d'avoir le plus petit nombre d'entrées pour
un pavage modulo p.
L, Vuza modulo p.




vl
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Taille minimal du pavage par A = {0,1, n} modulo 2

n||2/3(4|5|6| 7 |[8]9|10] 11 12
N{3|7]15]21|63|127 |63 |73 |889 | 1533 | 3255
13 14 15 16
7905 | 11811 | 32767 | 255

Perspectives
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Canons de Vuza

Canons modulo p

Cas A = {0,1,2"}

Taille minimal du pavage par A = {0,1, n} modulo 2
n 5016 7 910 11 | 12
N 2163127 73| 889 | 1533 | 3255
13 14 15

7905 | 11811 | 32767

wic]

Perspectives
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Théoréme

Pour tout k € N*, le motif A = {0, 1,2"} pave modulo 2 avec B

qui a #B = 4K — 3k termes un pavage compact qui finit sur le temps
k+1 _ 1

N = 4k — 2 et en obtenant 4K — ——— notes superposées.




A=1{0,1,8}




2%
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A=1{0,1,8)

Canons modulo p

Cas A = {o, 1,2“}

Iy

Perspectives
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A ={0,1,4} avec B = {0,2,5,6,8,9, 10}
A =1{0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13, 14, 16,17,18,20, ...}

[ e R
=)
T
o O O

Perspectives
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A=
A={

Cas A = {0,1,2"}

0,1,4} avec B ={0,2,5,6,8,9,10}
0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13,14,16,17,18,20,...}

=
=)
el
o O O
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A=
A={

Cas A = {0,1,2"}

0,1,4} avec B ={0,2,5,6,8,9,10}
0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13,14,16,17,18,20,...}

H ORrR K~ OHR
H = O = = O
L e R
= = = O O O
= O
= = O
L
o O O
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A=
A={

Cas A = {0,1,2"}

0,1,4} avec B ={0,2,5,6,8,9,10}
0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13,14,16,17,18,20,...}

10101010
01100110
11101110
10111110
01111110
11111110
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A=
A={

Cas A = {0,1,2"}

0,1,4} avec B ={0,2,5,6,8,9,10}
0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13,14,16,17,18,20,...}

10101010
01100110
11101110
10111110
01111110
11111110
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A ={0,1,4} avec B = {0,2,5,6,8,9, 10}
A =1{0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13, 14, 16,17,18,20, ...}

=T(k+1)

Perspectives
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A=
A={

Cas A = {0,1,2"}

0,1,4} avec B ={0,2,5,6,8,9,10}
0,1,8} avec B = {0,2,4,6,9,10,13,14,16,17,18,20,...}

10101010
01100110
11101110
10111110
01111110
11111110
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Enumération
tB(k) = b(k) = le nombre de 1 dans le tableau T (k), vérifie
b(1) =1; b(2) =7 et

b(k +1) = 3 % b(k) + 4%
Soit pour tout k,
b(k +2) — 7b(k + 1) + 12b(k) = 0,

qui donne le résultat b(k) = 4k — 3.

K K K K 3 —1
(2 —=1)«2"—-14+2"-1=4"-2etfD =4" — ————

N

I

2

Perspectives
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Rapport doublon /rétrograde du motif

Perspectives
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J

Factorisation de multiensembles en ensembles

Symeétrie par rapport a un sous-groupe

A = [0, 3,9] pave Zyy modulo 2 avec B =[0,1,2,6,7,8,9,10, 11]
donnant les doublons D = [9, 10, 11].

De méme A = [0,6,9] avec B =[0,1,2,3,4,5,9,10,11] donnant
D = [9,10,11].

Zooming

[0,2,6,8] +[0,1,4,5,6,7,8,9,10, 11, 14, 15] = Zs modulo 2
donnant

D =[6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15, 16, 17

[0,1,2,3,6,7,8,9] + [0,4,6,8,10,14] = Zps modulo 2 donnant
D =[6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17].

Zoom de [0,1,3,4] + [0,2,3,4,5,7] = Z12 modulo 2
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Croissance du pavage

Perspectives
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Autres pistes

Elargir théoréme pour A(k, m) = {O, 1,2,...,m, mk}
Pavage mélodico-rythmique

Pavage non périodiques a la Penrose

Pavage avec rétrogradation, augmentation...

Aspects perceptifs de la non périodicité modulo p

Algorithmes plus rapides d’exploration des Vuza

Perspectives
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Canons de Vuza Canons modulo p

Merci de votre attention.

Cas A = {041,2"}

Perspectives
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